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	Βλ.
	Βλέπε




	m
	Meter (μέτρο)




	dm	
	Decimetre (δεκατόμετρο)




	cm	
	Centimetre (εκατοστόμετρο)




	V	
	Volume (όγκος)





	R	
	Radius (ακτίνα)




	Εολ	
	Ολικό εμβαδόν




	Επ
	Εμβαδόν επιφάνειας


	

	Εβ
	Εμβαδόν βάσης

	


	€
	Euro (Ευρώ)

	



Σύνοψη

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται τα αναπτύγματα των βασικών επιφανειών για τη δημιουργία στερεών. Περιγράφονται τα στερεά: πρίσμα, κύλινδρος, πυραμίδα, κώνος και σφαίρα. Επιπλέον, το κεφάλαιο περιλαμβάνει ξεχωριστή ενότητα με μεθόδους υπολογισμού όγκου στερεών εμπλουτισμένη με παραδείγματα και εφαρμογές.


Προαπαιτούμενη γνώση

Για την πληρέστερη κατανόηση της ύλης που αναπτύσσεται χρειάζονται βασικές γνώσεις γεωμετρίας επίπεδων σχημάτων.


6.1  Συστήματα συντεταγμένων 


Σύστημα συντεταγμένων καλείται ένα σύνολο αξόνων, τεμόμεννων σε ένα σημείο (την αρχή Ο) που χρησιμοποιείται στον προσδιορισμό της θέσης ενός σημείου ενός n-διάστατου χώρου. Για τον προσδιορισμό αυτόν χρησιμοποιούνται συνήθως γωνίες και αποστάσεις.

Τα συστήματα συντεταγμένων εμπεριέχουν τη διαδικασία με την οποία κάθε διάνυσμα με αρχή ένα σημείο αναφοράς του χώρου ενδιαφέροντος προσδιορίζεται κατά μοναδικό τρόπο με μια διαδοχική σειρά αριθμών.

Στη γενική περίπτωση μπορούμε να ορίσουμε άπειρα συστήματα συντεταγμένων, τα οποία να μας επιτρέπουν να προσδιορίσουμε τη θέση ενός σημείου (Audin, M. 2003).  


6.1.1 Είδη συστημάτων συντεταγμένων


O Άξονας τετμημένων: Έστω μία ευθεία x’x (βλ. Εικόνα 6.1) πάνω στην οποία επιλέγουμε ένα σημείο Ο. Κατόπιν, επιλέγουμε ένα σημείο Κ πάνω στην ημιευθεία Οx, δηλαδή στο σχήμα μας δεξιά του Ο. Τότε για κάθε σημείο Μ της ευθείας, το μήκος του τμήματος ΟΜ με μονάδα μέτρησης το τμήμα ΟΚ είναι ένας μη αρνητικός αριθμός. Τον αριθμό αυτό ή τον αντίθετό του τον αντιστοιχούμε στο Μ ανάλογα με το αν το Μ βρίσκεται δεξιά ή αριστερά του Ο αντιστοίχως (δηλαδή αν το Μ ανήκει στην ημιευθεία Ox ή την Ox’ αντιστοίχως). Την ευθεία x’x την ονομάζουμε άξονα με αρχή το Ο και μονάδα μέτρησης το ΟΚ. Την ημιευθεία Οx την ονομάζουμε θετικό ημιάξονα και την Ox' αρνητικό ημιάξονα.
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Εικόνα 6.1 Ο άξονας των τετμημένων.

 


Συνήθως θεωρούμε τον άξονα σε οριζόντια θέση στο επίπεδο, σε σχέση με το μάτι μας, και τοποθετούμε τις αρνητικές τιμές «προς τα αριστερά». Στην Εικόνα 6.1 αντιστοιχίστηκε κάθε ένα σημείο της ευθείας με έναν πραγματικό αριθμό και αντιστρόφως κάθε ένας πραγματικός αριθμός με ένα σημείο. Εφόσον σημεία και αριθμοί βρίσκονται σε 1-1 αντιστοιχία, η ευθεία xx' ονομάζεται και ευθεία των πραγματικών αριθμών. Αν σε ένα σημείο Μ αντιστοιχίζεται ο πραγματικός αριθμός m, τότε ο m ονομάζεται τετμημένη του Μ. Συχνά γράφουμε Μ(m). Ιδιαιτέρως, το 0 αντιστοιχίζεται στο Ο, ενώ το 1 αντιστοιχίζεται στο Μ. Δηλαδή, η τετμημένη του Ο είναι το 0, ενώ του K είναι το 1. Εξαιτίας της χρήσης της έννοιας της τετμημένης, ο άξονας xx' ονομάζεται πιο περιγραφικά ως άξονας τετμημένων.

Ουσιαστικά η τετμημένη του Μ είναι η απόστασή του από το Ο, με θετικό ή αρνητικό πρόσημο ανάλογα με το αν βρίσκεται δεξιά ή αριστερά του Ο.

Καρτεσιανό Σύστημα Συντεταγμένων: Το καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων είναι ένα ορθογώνιο σύστημα συντεταγμένων που χρησιμοποιείται για να προσδιορίσει τη θέση ενός σημείου στο επίπεδο ή στο χώρο (Bolt, B. 1995).  
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Εικόνα 6.2 Καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων.

 


Το καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων στο επίπεδο αποτελείται από δύο προσανατολισμένες ευθείες, κάθετες μεταξύ τους, οι οποίες καλούνται συμβατικά άξονας τετμημένων (οριζόντιος άξονας) και άξονας τεταγμένων (κατακόρυφος άξονας) και συμβολίζονται αντίστοιχα με x και y. Το σημείο όπου τέμνονται λέγεται αρχή του συστήματος συντεταγμένων.

Ένα σημείο πάνω στο καρτεσιανό επίπεδο προσδιορίζεται μοναδικά από ένα ζεύγος αριθμών, την τετμημένη και την τεταγμένη. Η τετμημένη είναι η απόσταση του σημείου από τον άξονα y και η τεταγμένη είναι η απόσταση του σημείου από τον άξονα x. Η τετμημένη και η τεταγμένη αποτελούν τις συντεταγμένες του σημείου. Με αυτή τη σύμβαση, η αρχή των αξόνων ταυτίζεται με το σημείο (0,0).

Επιπλέον, ορίζεται απόσταση ίση με 1, σύμφωνα με την οποία αριθμούνται οι άξονες. Οι συντεταγμένες (xΡ,yΡ) ενός σημείου P δηλώνουν τη θέση του P κατά την ορθή προβολή του στους άξονες τετμημένων και τεταγμένων αντίστοιχα (βλ. Εικόνα 6.2). Το καρτεσιανό σύστημα χρησιμοποιείται στο χώρο για τρείς ή περισσότερες διαστάσεις. Στις τρεις διαστάσεις εκτός από τους άξονες x και y ορίζουμε και έναν τρίτο άξονα z, κάθετο στο επίπεδο που ορίζουν οι δύο πρώτοι. Έτσι κάθε σημείο στο χώρο μπορεί να παρασταθεί από μία μοναδική τριάδα αριθμών (x,y,z), με κάθε συντεταγμένη να αντιστοιχεί στην κάθετη απόσταση του σημείου από κάθε έναν από τους τρεις άξονες αντίστοιχα (βλ. Εικόνα 6.3).
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Εικόνα 6.3 Καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων στις τρεις διαστάσεις.

 


Πολικό Σύστημα Συντεταγμένων: Το πολικό σύστημα συντεταγμένων είναι επίσης ένα δισδιάστατο σύστημα συντεταγμένων στο οποίο η θέση οποιουδήποτε σημείου σε ένα επίπεδο καθορίζεται από την απόσταση του σημείου αυτού από ένα αυθαίρετα επιλεγμένο σημείο αναφοράς και τη γωνία από μία αυθαίρετα επιλεγμένη κατεύθυνση.

Η απόσταση ενός σημείου από το την αρχή των αξόνων) ονομάζεται ακτινική συντεταγμένη ή απλώς ακτίνα και συμβολίζεται συνήθως με το λατινικό r (από την αγγλική λέξη radius, «ακτίνα»), ενώ η γωνία που σχηματίζει η ακτίνα του σημείου με μία αυθαίρετα επιλεγμένη διεύθυνση (συνήθως ένας από τους δύο κύριους άξονες συντεταγμένων) ονομάζεται γωνιακή συντεταγμένη ή αζιμούθιο και συμβολίζεται συνήθως με το ελληνικό πεζό γράμμα θ (βλ. Εικόνα 6.4).(βλ. Εικόνα 6.4).
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Εικόνα 6.4 Πολικό σύστημα συντεταγμένων και γωνιακή συντεταγμένη.

 


Όπως ακριβώς στο καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων κάθε σημείο με συντεταγμένες (xο,yο) αντιστοιχεί στην τομή των ευθειών x = xο και y = yο, έτσι και στο πολικό σύστημα συντεταγμένων κάθε σημείο καθορίζεται μονοσήμαντα από την τομή ενός κύκλου σταθερής ακτίνας r = rο και μίας ευθείας που καθορίζεται από μία σταθερή τιμή γωνίας θ = θο.

Οι καμπύλες σταθερής ακτίνας r και γωνίας θ ορίζουν το λεγόμενο «πολικό πλέγμα», το οποίο θυμίζει ιστό αράχνης (βλ. Εικόνα 6.5).
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Εικόνα 6.5 Το πολικό πλέγμα.




Κυλινδρικό Σύστημα Συντεταγμένων: Το Κυλινδρικό Σύστημα Συντεταγμένων καθορίζει την θέση ενός σημείο του τρισδιάστατου επίπεδου (flat) Χώρου (δηλ. σε ένα επίπεδο) με την βοήθεια μίας γωνίας φ, μιάς απόστασης από την αρχή Ο,ρ  και μίας απόστασης από άξονα z. Η θέση ενός σημείου Α στο κυλινδρικό σύστημα συντεταγμένων (βλ. Εικόνα 6.6) δίνεται από τη διατεταγμένη 3‐αδα  (ρ,φ,z) όπου:

[image: para_01]

και (x,y,z) οι καρτεσιανές συντεταγμένες του σημείου Α.
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Εικόνα 6.6 Κυλινδρικό σύστημα συντεταγμένων.



Σφαιρικό Σύστημα Συντεταγμένων: Το Σφαιρικό Σύστημα Συντεταγμένων καθορίζει την θέση ενός σημείο του τρισδιάστατου επίπεδου (flat) χώρου (δηλ. σε ένα επίπεδο) με την βοήθεια δύο γωνιών (θ,φ) και μιας απόστασης από την αρχή Ο,r (βλ. Εικόνα 6.7). Το σύστημα χρησιμοποιείται σε προβλήματα με σφαιρική συμμετρία, π.χ. βαρυτικό πεδίο της γης.
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Εικόνα 6.7 Σφαιρικό σύστημα συντεταγμένων.




Ο Μετασχηματισμός από Σφαιρικές Συντεταγμένες (r,θ,φ) σε Καρτεσιανές Συντεταγμένες (x,y,z) είναι:    [image: para_02] 

Καμπυλόγραμμο Σύστημα Συντεταγμένων: Το Καμπυλόγραμμο Σύστημα Συντεταγμένων καθορίζει την θέση ενός σημείο, του τρισδιάστατου καμπύλου (curved) χώρου, με την βοήθεια τριών γωνιών. Το Καμπυλόγραμμο Σύστημα Συντεταγμένων χρησιμεύει στην περιγραφή σημείων Ρ μέσω των καμπυλόγραμμων συντεταγμένων (βλ. Εικόνα 6.8). Αναφέρεται σε τρεις συναρτήσεις x1, x2, x3 οι οποίες σε κάθε σημείο Ρ του 3Δ χώρου αντιστοιχούν τρεις αριθμούς x1(P), x2(P), x3(P).
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Εικόνα 6.8 Καμπυλόγραμμο σύστημα συντεταγμένων.




6.2 Δίεδρες γωνίες

Δίεδρη γωνία είναι το γεωμετρικό σχήμα που ορίζουν τα κοινά σημεία δύο τεμνόμενων ημιεπιπέδων. 



Κάθε ζεύγος ημιεπιπέδων που είναι τμήματα διαφορετικών επιπέδων ορίζει μια κυρτή δίεδρη γωνία (βλ. Εικόνα 6.9).



Η ευθεία ΧΥ τομής των α και β λέγεται ακμή της δίεδρης γωνίας. Τα ημιεπίπεδα καθώς επίσης και τα επίπεδα που ορίζουν τη δίεδρη λέγονται έδρες της δίεδρης γωνίας (Berger, M. 1987).
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Εικόνα 6.9 Κυρτή δίεδρη γωνία.




Το μέτρο μιας δίεδρης γωνίας ορίζεται φέρνοντας ένα επίπεδο κάθετο στην ακμή. Το επίπεδο αυτό τέμνει τις έδρες κατά ευθείες ΟΑ και ΟΒ και ως μέτρο της δίεδρης ορίζουμε το μέτρο της γωνίας  (βλ. Εικόνα 6.10). Έτσι η κυρτή δίεδρη αντιστοιχεί στην κυρτή γωνία  με μέτρο μικρότερο του π (σε ακτίνια) και η μη κυρτή δίεδρος αντιστοιχεί στη μη κυρτή γωνία   με μέτρο μεγαλύτερο του π.
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Εικόνα 6.10 Το μέτρο της δίεδρης γωνίας.



Γενικότερα, μεταφέροντας τις έννοιες των επίπεδων γωνιών στις δίεδρες γωνίες αναφερόμαστε σε ορθή δίεδρη, αμβλεία δίεδρη, οξεία δίεδρη, συμπληρωματική δίεδρη και παραπληρωματική δίεδρη γωνία καθώς και κατά κορυφήν δίεδρες γωνίες. Ισχύουν επίσης ιδιότητες ανάλογες με αυτές των επίπεδων γωνιών.


6.3 Τρίεδρες γωνίες

Τρεις ημιευθείες ΟΑ,ΟΒ,ΟΓ (βλ. Εικόνα 6.11) διερχόμενες από κοινό σημείο Ο και μη περιεχόμενες σε ένα επιπεδο ορίζουν, ανά δύο, επίπεδα και δημιουργούν ένα στερεό σχήμα που χωρίζει το χώρο σε δύο μέρη. Από τα δύο αυτά μέρη το ένα είναι κυρτό (δηλαδή για κάθε ζεύγος σημείων Χ,Υ που περιέχονται σε αυτό το μέρος ολόκληρο το ευθύγραμμο τμήμα ΧΥ περιέχεται στο ίδιο μέρος) και το άλλο είναι μη κυρτό. Επιλέγοντας ένα από αυτά τα μέρη, συνήθως το κυρτό, ορίζεται μια τρίεδρη γωνία. Το κυρτό μέρος του χώρου που έχει επιλεγεί λέγεται εσωτερικό της γωνίας αυτής. Οι ημιευθείες που ορίζουν την τρίεδρη αυτή γωνία λέγονται ακμές της. Ονομάζουμε έδρες τα επίπεδα στα οποία περιέχονται αυτές οι γωνίες. Οι δίεδρες γωνίες με ακμές τις ευθείες ΟΑ, ΟΒ και ΟΓ λέγονται δίεδρες της τρίεδρης και συμβολίζονται με  , , . Συχνά με το ίδιο γράμμα συμβολίζουμε και το μέτρο της γωνίας Rayner, D. 1984).
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Εικόνα 6.11 Τρίεδρη γωνία.



6.4 Πρίσμα


H εκτεινόμενη στο άπειρο επιφάνεια αποτελούμενη από τις λωρίδες μεταξύ των παράλληλών ευθειών (ΑΑ΄, ΒΒ΄), (ΒΒ΄, ΓΓ΄), λέγεται πρισματική επιφάνεια (βλ. Εικόνα 6.12). Οι ευθείες ΑΑ΄, ΒΒ΄, ΓΓ΄, ... . λέγονται ακμές της πρισματικής επιφάνειας. Οι δίεδρες γωνίες που σχηματίζονται μεταξύ δύο διαδοχικών λωρίδων ονομάζονται δίεδρες της πρισματικής επιφάνειας. Πρίσμα λέγεται το στερεό που προκύπτει τέμνοντας μια πρισματική επιφάνεια με δύο παράλληλα επίπεδα, τα οποία δεν είναι παράλληλα προς μια ακμή. Η απόσταση αυτών των επιπέδων λέγεται ύψος του πρίσματος (Serra, M. 1997).  
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Εικόνα 6.12 Πρισματική επιφάνεια.



Τα πολύγωνα ΑΒΓΔ και Α΄Β΄Γ΄Δ΄, που ορίζονται από την τομή της πρισματικής επιφάνειας με τα παράλληλα επίπεδα, είναι ίσα και λέγονται βάσεις του πρίσματος.

Αν οι βάσεις του πρίσματος είναι τρίγωνο, τετράπλευρο, πεντάγωνο τότε το πρίσμα αντίστοιχα λέγεται τριγωνικό, τετραπλευρικό, πενταγωνικό αντίστοιχα.

Το πρίσμα λέγεται κυρτό όταν το αντίστοιχο πολύγωνο της βάσης ΑΒΓΔ είναι κυρτό. Τα ίσα ευθύγραμμα τμήματα ΑΑ΄,ΒΒ΄,ΓΓ΄,… λέγονται παράπλευρες ακμές του πρίσματος. Κάθε λωρίδα της πρισματικής επιφάνειας τέμνεται από τα παράλληλα επίπεδα των βάσεων κατά παραλληλόγραμμο που ονομάζεται έδρα του πρίσματος.

Το πρίσμα λέγεται ορθό όταν οι παράπλευρες ακμές είναι κάθετες στις βάσεις του. Ένα πρίσμα λέγεται κανονικό όταν είναι ορθό και το πολύγωνο ΑΒΓΔ είναι κανονικό. 


Δύο πρίσματα λέγονται ίσα όταν έχουν αντίστοιχες έδρες ίσες και αντίστοιχες δίεδρες γωνίες επίσης ίσες.

Ένα από τα απλά πρίσματα είναι το παραλληλεπίπεδο, στο οποίο οι βάσεις είναι παραλληλόγραμμα (βλ. Εικόνα 6.13). Δύο κορυφές που δεν έχουν κοινές έδρες λέγονται απέναντι κορυφές του παραλληλεπιπέδου. Τα ευθύγραμμα τμήματα που ενώνουν δύο απέναντι κορυφές λέγονται διαγώνιοι του παραλληλεπιπέδου.
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Εικόνα 6.13 Παραλληλεπίπεδο πρίσμα.



Ένα ορθό παραλληλεπίπεδο στο οποίο επιπλέον οι βάσεις είναι ορθογώνια παραλληλόγραμμα λέγεται ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο (βλ. Εικόνα 6.14).
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Εικόνα 6.14 Ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο.



Ο κύβος είναι ένα ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο του οποίου όλες οι έδρες είναι τετράγωνα (βλ. Εικόνα 6.15).
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Εικόνα 6.15 Κύβος.



Το στερεό που προκύπτει τέμνοντας μια πρισματική επιφάνεια με μη παράλληλα επίπεδα λέγεται κολοβό πρίσμα (βλ. Εικόνα 6.16).
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Εικόνα 6.16 Κολοβό πρίσμα.



6.4.1 Εμβαδόν επιφάνειας πρίσματος


Στο σχήμα της Εικόνας 6.17 εμφανίζεται η διαδικασία ανάπτυξης και το τελικό ανάπτυγμα της επιφάνειας ενός πρίσματος. Ως ανάπτυγμα της επιφάνειας ενός πρίσματος θεωρούμε το επίπεδο σχήμα που προκύπτει αν «ξεδιπλώσουμε» την παράπλευρη επιφάνεια του και τις βάσεις του.

Η παράπλευρη επιφάνεια σχηματίζει ένα ορθογώνιο, που η μία διάσταση του είναι η περίμετρος της βάσης και η άλλη το ύψος του πρίσματος. 
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Εικόνα 6.17 Ανάπτυγμα πρίσματος.



Το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας ενός πρίσματος ισούται με το γινόμενο της περιμέτρου της βάσης του επί το ύψος του πρίσματος. Δηλαδή, 

Επ = (περίμετρος βάσης) ∙ ύψος

Φυσικά για να βρούμε το ολικό εμβαδόν, πρέπει να προσθέσουμε και τα εμβαδά των δύο βάσεων. Το ολικό εμβαδόν ενός πρίσματος (Εολ) είναι το άθροισμα του εμβαδού της παράπλευρης επιφάνειας Επ και των εμβαδών Εβ των δύο βάσεων. Δηλαδή: Εολ = Επ + Εβ


Παράδειγμα:


Το κουτί της Εικόνας 6.18 κατασκευάζεται από ξύλο και χρησιμεύει ως βάση μιας μηχανής. Να βρείτε την επιφάνεια του ξύλου που θα χρησιμοποιηθεί για την κατασκευή της βάσης.
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Εικόνα 6.18 Ξύλινη βάση μηχανής.




Λύση:


Παρατηρούμε ότι το κουτί είναι πενταγωνικό πρίσμα με βάσεις τα πεντάγωνα ΑΒΓΔΕ και ΖΗΘΙΚ. Η περίμετρος της κάθε βάσης είναι:

ΑΒ + ΒΓ + ΓΔ + ΔΕ + ΕΑ = 20 + 4 + 10 +12 +10 = 56 cm

Το ύψος του πρίσματος είναι υ = ΑΖ =5cm.

Επομένως, το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας είναι: Επ = (περίμετρος βάσης) ∙ ύψος = 56 ∙5 = 280cm2.

Για να βρούμε το εμβαδόν της βάσης ΑΒΓΔΕ, τη χωρίζουμε σε δύο μέρη: σε ένα ορθογώνιο ΑΕΔΔ΄ και σε ένα τραπέζιο ΒΓΔΔ΄. Το εμβαδόν του ορθογωνίου ΑΕΔΔ΄ είναι ίσο με:

Ετρ = 1/2 (β+Β) ∙ υ = 1/2 (4+10) ∙ 8 = 56cm2
 
Άρα, το εμβαδόν της βάσης είναι: Εβ = 120 + 56 = 176 cm2. 

Το ολικό εμβαδόν του πρίσματος είναι: Εολ =  Επ + 2Εβ = 280 + 2 ∙176 = 280 + 352 = 632 cm2.


6.5 Κύλινδρος

Σε ένα δεδομένο κύκλο κ στο επίπεδο ε, η εκτεινόμενη στο άπειρο επιφάνεια  που παράγεται από τις ευθείες τις κάθετες στο ε και διερχόμενες από τα σημεία του κύκλου λέγεται κυλινδρική επιφάνεια (βλ. Εικόνα 6.19). Οι παράλληλες μεταξύ τους ευθείες ΧΥ που παράγουν την επιφάνεια λέγονται γενέτειρες της επιφάνειας και η παράλληλη αυτών από το κέντρο Κ του κύκλου λέγεται άξονας της κυλινδρικής επιφάνειας. Για να διακρίνουμε την κυλινδρική επιφάνεια από άλλες επιφάνειες που παράγονται με παρόμοιο τρόπο συχνά χρησιμοποιούμε τον ακριβέστερο όρο ορθή κυκλική κυλινδρική επιφάνεια. Η τομή μιας τέτοιας επιφάνειας με δύο επίπεδα ε και ζ κάθετα στη γενέτειρα ορίζει ένα στερεό που ονομάζεται κύλινδρος (Serra, M. 2002).
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Εικόνα 6.19 Κυλινδρική επιφάνεια.




Οι δύο ίσοι κύκλοι που τέμνουν τα επίπεδα ε και ζ από την κυλινδρική επιφάνεια λέγονται βάσεις του κυλίνδρου. Ενίοτε ονομάζουμε βάσεις και τα ίδια επίπεδα ε και ζ. Η απόσταση αυτών των επιπέδων λέγεται ύψος του κυλίνδρου. Από τον ορισμό συνεπάγεται ότι ο κύλινδρος είναι το στερεό που προκύπτει περιστρέφοντας το ορθογώνιο παραλληλόγραμμο ΚΛΥΧ γύρω από την πλευρά του ΚΛ.

Από τον ορισμό προκύπτει επίσης ότι οι τομές του κυλίνδρου με επίπεδα παράλληλα προς τις βάσεις του είναι κύκλοι ίσοι προς τον κ. Η ακτίνα ρ του κύκλου κ λέγεται ακτίνα του κυλίνδρου. Δύο (ορθοί) κύλινδροι λέγονται ίσοι όταν έχουν την ίδια ακτίνα και το ίδιο ύψος.

Η διαδικασία κατά την οποία κόβουμε ένα κύλινδρο κατά μήκος μιας γενέτειράς του ΧΥ και τον ξετυλίγουμε σε ένα ορθογώνιο ΧΥΥ΄Χ΄ λέγεται ανάπτυγμα του κυλίνδρου (βλ. Εικόνα 6.20). Το μήκος της πλευράς ΧΧ΄ του αναπτύγματος είναι ίσο με την περίμετρο του κύκλου κ. Συνεπώς αν ρ είναι η ακτίνα του κυλίνδρου τότε |ΧΧ΄|=2πρ.
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Εικόνα 6.20 Ανάπτυγμα κυλίνδρου.




6.5.1 Εμβαδόν επιφάνειας κυλίνδρου

Ας θεωρήσουμε το ανάπτυγμα του κυλίνδρου (βλ. Εικόνα 6.21). Είναι φανερό ότι το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας του κυλίνδρου ισούται με το εμβαδόν του ορθογωνίου που σχηματίζεται, οπότε ισούται με το γινόμενο της περιμέτρου της βάσης επί το ύψος του κυλίνδρου.
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Εικόνα 6.21 Ανάπτυγμα κυλίνδρου για τον υπολογισμό του εμβαδού του κυλίνδρου.



Η περίμετρος της βάσης ισούται με το μήκος του κύκλου, δηλαδή 2πρ. Το εμβαδόν Επ της παράπλευρης επιφάνειας ενός κυλίνδρου ισούται με την περίμετρο της βάσης επί το ύψος του κυλίνδρου.

Δηλαδή, Επ = (περίμετρος βάσης) ∙ (ύψος) ή  Επ = 2πρ ∙ υ.
 
Φυσικά για να βρούμε το ολικό εμβαδόν του κυλίνδρου, πρέπει στο εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας να προσθέσουμε τα εμβαδά των δύο βάσεων. Το ολικό εμβαδόν Εολ ενός κυλίνδρου ισούται με το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας Επ και τα εμβαδά Εβ των δύο βάσεων. Δηλαδή, Εολ = Επ + 2Εβ.


Παράδειγμα:


Το κυλινδρικό πόδι ενός ντουλαπιού (βλ. Εικόνα 6.22) έχει ύψος 12cm ακτίνα βάσης 3cm. To υλικό των βάσεων κοστίζει 0,5€ το τετραγωνικό μέτρο, ενώ το υλικό της κυρτής επιφάνειας κοστίζει 0,3€ το τετραγωνικό μέτρο. Πόσο κοστίζει το υλικό για να κατασκευάσουμε 1000 πόδια; 
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Εικόνα 6.22 Κυλινδρικό πόδι ντουλαπιού.



Λύση:
 

Το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας Επ = 2πρ ∙ υ = 2 ∙ 3,14 ∙ 3 ∙ 12 = 226,08 cm2. 

Επιπλέον, Εβ  = 2πρ2 = 2 ∙ 3,14 ∙ 9 = 56,52 cm2.

Για τα 1000 πόδια το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας είναι:

Επ = 1000 ∙ 226, 08 = 226.080 cm2

Το Εβ  (1000 πόδια) = 1000 ∙ 56, 52 = 56.520 cm2 ή 5, 652m2. Το συνολικό κόστος του υλικού θα είναι: 0,3 ∙ 22,608 + 0,5 ∙ 5,6520 = 6,7824 + 2,826 = 9,6084 ή 9,61€.


6.6 Πυραμίδα


Σε ένα δεδομένο πολύγωνο ΑΒΓΔ (βλ. Εικόνα 6.23) το οποίο περιέχεται σε επίπεδο ε και σημείο Ο εκτός του επιπέδου αυτού, ονομάζουμε πυραμίδα το στερεό σχήμα που δημιουργείται ενώνοντας το σημείο Ο με τις κορυφές του πολυγώνου. Οι πλευρές του πολυγώνου καθώς και τα ευθύγραμμα τμήματα ΟΑ,ΟΒ,… λέγονται ακμές της πυραμίδας. Οι ακμές ΟΑ,ΟΒ,…  λέγονται συχνά και παράπλευρες ακμές της πυραμίδας. Το πολύγωνο, λέγεται βάση της πυραμίδας. Όταν το πολύγωνο είναι κυρτό η πυραμίδα λέγεται κυρτή πυραμίδα. Συχνά με τον όρο βάση της πυραμίδας εννοούμε και το επίπεδο ε που περιέχει το πολύγωνο (Freeman, Η. 1998).
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Εικόνα 6.23 Πυραμίδα.




Το σημείο Ο λέγεται κορυφή της πυραμίδας, οι γωνίες, καθώς και τα τρίγωνα , , , λέγονται παράπλευρες έδρες της πυραμίδας. Οι τρίεδρες γωνίες που σχηματίζονται στις κορυφές του πολυγώνου λέγονται τρίεδρες της πυραμίδας.

Στο σημείο Ο (κορυφή της πυραμίδας) ορίζεται κάτι ανάλογο της τρίεδρης γωνίας, που ονομάζεται πολυεδρική γωνία ή στερεά γωνία. Οι γωνίες , , , ...(και τα επίπεδα που τις περιέχουν) λέγονται έδρες της πολυεδρικής γωνίας και οι ημιευθείες που τις ορίζουν λέγονται ακμές της πολυεδρικής γωνίας. Η πολυεδρική γωνία λέγεται κυρτή όταν το αντίστοιχο πολύγωνο που προκύπτει από επίπεδο που τέμνει όλες τις ακμές της είναι κυρτό. Δύο πολυεδρικές γωνίες ΟΑΒΓ ….., Ο΄Α’ Β΄Γ΄ …, λέγονται ίσες, όταν οι αντίστοιχες έδρες τους είναι ίσες και αντίστοιχες δίεδρες είναι επίσης ίσες. Οι πυραμίδες δημιουργούνται από μια πολυεδρική γωνία και ένα επίπεδο ε που τέμνει όλες τις ακμές της. Κρατώντας σταθερή την πολυεδρική γωνία και μεταβάλλοντας το επίπεδο ε δημιουργούμε άπειρες πυραμίδες που έχουν την ίδια πολυεδρική γωνία και οι βάσεις τους είναι τα πολύγωνα που ορίζονται ως τομές της πολυεδρικής γωνίας και του επιπέδου ε. Δύο πυραμίδες ΟΑΒΓ.. και  Ο’Ά΄Β΄Γ΄… λέγονται ίσες όταν τα αντίστοιχα τρίγωνα – έδρες τους είναι ίσα και οι αντίστοιχες δίεδρες τους επίσης ίσες.

Το σχήμα που προκύπτει από μια πολυεδρική γωνία και ένα επίπεδο που τέμνει όλες τις ακμές της καθώς και ένα άλλο παράλληλο προς το προηγούμενο επίπεδο λέγεται κόλουρη πυραμίδα (βλ. Εικόνα 6.24). Τα δυο πολύγωνα που περιέχονται στα παράλληλα επίπεδα λέγονται βάσεις της κόλουρης πυραμίδας. Σε κάθε κόλουρη πυραμίδα τα πολύγωνα που ορίζονται από τις παράλληλες έδρες της είναι όμοια.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 6.24 Κόλουρη πυραμίδα.



Τις πυραμίδες με τριγωνικές βάσεις ονομάζουμε τετράεδρα. Το τετράεδρο στο χώρο είναι το ανάλογο του τριγώνου στο επίπεδο. Κάθε τετράδα σημείων μη περιεχόμενων σε ένα επίπεδο ορίζει ένα τετράεδρο που έχει τα σημεία αυτά ως κορυφές (βλ. Εικόνα 6.25).
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Εικόνα 6.25 Τετράεδρο ΑΒΓΔ.



Άλλο ένα είδος πυραμίδας είναι οι κανονικές πυραμίδες. Ονομάζουμε κανονική μια πυραμίδα της οποίας η βάση είναι ένα κανονικό πολύγωνο και η ευθεία ΚΟ που ενώνει το κέντρο Κ του κανονικού πολυγώνου με την κορυφή της πυραμίδας είναι κάθετη στο επίπεδο ε της βάσης (βλ. Εικόνα 6.26).
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Εικόνα 6.26 Κανονική πυραμίδα.




6.6.1 Εμβαδόν επιφάνειας πυραμίδας

Η ολική επιφάνεια της πυραμίδας αποτελείται από δύο μέρη: την επιφάνεια των παράπλευρων εδρών της, που ονομάζεται παράπλευρη επιφάνεια και την επιφάνεια της βάσης της.
 
Για να υπολογίσουμε το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας Επ μιας πυραμίδας, υπολογίζουμε το εμβαδόν κάθε παράπλευρης έδρας (που είναι τρίγωνο) και προσθέτουμε τα εμβαδά αυτά. Επομένως, στο σχήμα της Εικόνας 6.27 έχουμε:

Επ = (Κ1ΑB) + (Κ2BΓ) + (Κ3ΓΔ) + (Κ4ΔΑ)
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Εικόνα 6.27 Παράπλευρη επιφάνεια και επιφάνεια βάσης πυραμίδας.



Για να υπολογίσουμε το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας Εολ της πυραμίδας, προσθέτουμε στο εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας το εμβαδόν της βάσης Εβ. Δηλαδή, Εολ = Επ  +  Εβ

Με βάση το σχήμα της Εικόνας 6.27 επομένως έχουμε: Εολ  = Επ  + Εβ = (Κ1 ΑB) + (Κ2 BΓ) + (Κ3 ΓΔ) + (Κ4 ΔΑ) + (ΑΒΓΔ).

Όταν η πυραμίδα είναι κανονική, τότε η παράπλευρη επιφάνειά της αποτελείται από ίσα μεταξύ τους ισοσκελή τρίγωνα, τα οποία έχουν όλα ίσες βάσεις και ίσα ύψη. Καθένα από αυτά τα ύψη λέγεται απόστημα της κανονικής πυραμίδας. Ας υπολογίσουμε το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας μιας κανονικής εξαγωνικής πυραμίδας:

Επ = (ΚΑΒ) + (ΚΒΓ) + (ΚΓΔ) + (ΚΔΕ) + (ΚΕΖ) + (ΚΖΑ) = 6(ΚΑΒ).

Άρα: Επ = 6 ∙ 1/2 ∙ ΑΒ ∙ α = 1/2 ∙ (6∙ΑΒ) ∙ α 

Όμως, η περίμετρος του κανονικού εξαγώνου ισούται με 6 ∙ΑΒ

Τελικά, καταλήγουμε ότι: Επ = 1/2 (περίμετρος εξαγώνου)∙απόστημα.

Το συμπέρασμα αυτό ισχύει τελικά για κάθε κανονική πυραμίδα:

 Επ = 1/2  (περίμετρος βάσης)∙απόστημα

Για να βρούμε το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας της κανονικής πυραμίδας, αρκεί να προσθέσουμε στο εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας Επ και το εμβαδόν του κανονικού πολυγώνου, που αποτελεί τη βάση της κανονικής πυραμίδας.


Παράδειγμα:


Μια κανονική πυραμίδα έχει βάση κανονικό δωδεκάγωνο με πλευρά 5 cm (βλ. Εικόνα 6.28). Αν το ύψος μιας παράπλευρης έδρας της είναι 9 cm, να βρείτε το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειάς της. 
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Εικόνα 6.28 Κανονική πυραμίδα με βάση δωδεκάγωνο.



Λύση:
 

Το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας είναι: Επ = 1/2  (περίμετρος βάσης)∙απόστημα. 

Η περίμετρος της βάσης είναι: 12∙5=60 cm και το απόστημα 9 cm. Άρα: Επ = 1/2 ∙ 60 ∙ 9 = 270 cm2


6.7 Κώνος


ΔΔοθέντος  κύκλου κ (βλ. Εικόνα 6.29) στο επίπεδο ε και σημείου Ο επί της ευθείας της καθέτου στο επίπεδο ε που διέρχεται απ΄το κέντρο Κ του κύκλου (Ο διαφορετικό του Κ), ονομάζουμε κώνο το στερεό  που  προκύπτει από τις ευθείες  που ενώνουν το σημείο Ο με όλα τα σημεία Χ του κύκλου. Το σημείο Ο λέγεται κορυφή του κώνου, οι ευθείες ΟΧ λέγονται γενέτειρες  του κώνου και ο κύκλος κ λέγεται βάση του κώνου. Συχνά, για να διακρίνουμε αυτό το είδος του κώνου από άλλα πιο γενικά, τον ονομάζουμε ορθό κυκλικό κώνο. Η ευθεία ΟΚ λέγεται άξονας του κώνου. Το μήκος της λέγεται ύψος του κώνου. Δύο κώνοι λέγονται ίσοι όταν έχουν ίσες  βάσεις  και  ίσα ύψη (Πάμφιλος, Π. 2012).
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Εικόνα 6.29 Κύκλος κ στο επίπεδο ε.



Από τον ορισμό συνάγεται ότι όλα τα τρίγωνα ΟΚΧ, για σημεία Χ επί του κύκλου κ, είναι ορθογώνια στο Κ  και ίσα μεταξύ τους. Έτσι, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι ο κώνος είναι  το στερεό που περιορίζεται από το επίπεδο ε και την επιφάνεια  που διαγράφει η υποτείνουσα ΟΧ του ορθογωνίου τριγώνου ΟΚΧ καθώς περιστρέφουμε το τρίγωνο γύρω από  την κάθετο  ΟΚ. Την επιφάνεια αυτή ονομάζουμε παράπλευρη επιφάνεια του κώνου. Η επιφάνεια αυτή είναι μέρος της εκτεινόμενης στο άπειρο επιφάνειας που προκύπτει περιστρέφοντας  την ευθεία – φορέα της υποτείνουσας ΟΧ του ορθογωνιού ΟΚΧ (και όχι μόνο το τμήμα της  ΟΧ). Την επιφάνεια αυτή την ονομάζουμε κωνική επιφάνεια και ακριβέστερα ορθή κυκλική κωνική επιφάνεια, για να τη διακρίνουμε από άλλες επιφάνειες που παράγονται με παρόμοιο τρόπο. Η κωνική επιφάνεια αποτελείται από δύο χωνιά με κοινή κορυφή στο σημείο Ο.

Επιπρόσθετα, δοθέντος κώνου (βλ. Εικόνα 6.30) με βάση τον κύκλο κ κέντρου Κ στο επίπεδο ε και κορυφή Ο, ονομάζουμε κόλουρο κώνο το στερεό που αποτέμνεται από τον κώνο με επίπεδο ζ παράλληλο προς τη βάση του ε και μη διερχόμενο από την κορυφή του Ο. Η τομή του επιπέδου ζ με την αντίστοιχη κωνική επιφάνεια του κώνου είναι κύκλος λ περιεχόμενος στο επίπεδο ζ με κέντρο επί του άξονα του κώνου. Οι δύο κύκλοι κ και λ καθώς και τα επίπεδα ε και ζ που ορίζουν τον κόλουρο κώνο λέγονται βάσεις του κόλουρου κώνου. Η απόσταση των επιπέδων ε και ζ λέγεται ύψος του κόλουρου κώνου.
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Εικόνα 6.30 Κώνος με βάση τον κύκλο κ και κέντρο Κ.





Κώνοι και κόλουροι κώνοι χρησιμοποιούνται αρκετά σε κατασκευές επιπλοποϊίας. Κατασκευάζονται εύκολα από κυκλικούς τομείς συγκολλώντας την αρχική και την τελική ακτίνα αυτών. Πράγματι, αν κόψουμε έναν κώνο κατά μήκος μιας γενέτειράς του ΟΧ μπορούμε κατόπιν να τον ξεδιπλώσουμε στο επίπεδο και να πάρουμε έναν κυκλικό τομέα ΟΧΥ, του οποίου το κέντρο αντιστοιχεί στην κορυφή Ο του κώνου και το τόξο του κυκλικού τομέα αντιστοιχεί στη βάση του κώνου και έχει το μήκος που έχει ο κύκλος της βάσης του κώνου. Ο τομέας αυτός λέγεται ανάπτυγμα του κώνου (βλ. Εικόνα 6.31).
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Εικόνα 6.31 Ανάπτυγμα κώνου.



6.7.1 Εμβαδόν επιφάνειας κώνου


Για να υπολογίσουμε το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας Επ του κώνου, αρκεί να παρατηρήσουμε ότι το ανάπτυγμά της προκύπτει ξετυλίγοντας τον κώνο, όπως φαίνεται στην Εικόνα 6.32 που ακολουθεί.

Παρατηρούμε ότι το ανάπτυγμα της παράπλευρης επιφάνειας του κώνου ισούται με το εμβαδόν ενός κυκλικού τομέα ακτίνας λ με μήκος τόξου   = 2πρ.

To εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας ενός κώνου είναι ίσο με το εμβαδόν ενός κυκλικού τομέα, που έχει ακτίνα τη γενέτειρα λ του κώνου και μήκος τόξου το μήκος του κύκλου της βάσης του κώνου. Οπότε: Επ = 1/2 ∙(2πρ) ∙ λ  ή Επ = π ∙ ρ ∙ λ  .

Για να βρούμε το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας του κώνου, αρκεί στο εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας Επ να προσθέσουμε και το εμβαδόν της βάσης του: Eβ = πρ2. Οπότε Εολ = Επ + Eβ = πρλ + πρ2.
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Εικόνα 6.32 Ανάπτυγμα κώνου για τον υπολογισμό του εμβαδού.



Παράδειγμα:

Κορμοτεμάχιο καρυδιάς προς πώληση σε σχήμα κώνου έχει διάμετρο (βλ. Ειικόνα 6.33) βάσης 12cm και το ύψος του 8cm. Να υπολογίσετε το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας.
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Εικόνα 6.33 Κορμοτεμάχιο καρυδιάς.




Λύση:
 

Γνωρίζουμε ότι: Επ = π ∙ ρ ∙ λ
  
Για να βρούμε το μήκος της γενέτειρας λ, εφαρμόζουμε το Πυθαγόρειο Θεώρημα στο ορθογώνιο ΟΚΒ: ΟΒ2 = ΟΚ2 + ΚΒ2 = 82 + 62 = 100 άρα λ = ΟΒ = 10 cm και Επ = 3,14 ∙ 6 ∙ 10 = 188,4 cm2


6.8 Σφαίρα

Δοθέντος σημείου Ο στο χώρο και θετικού αριθμού ρ, ονομάζουμε σφαίρα κέντρου Ο και ακτίνας  ρ τον γεωμετρικό τόπο των σημείων Χ του  χώρου για τα οποία ισχύει  |ΟΧ|= ρ (βλ. Εικόνα 6.34). Συχνά, συμβολίζουμε μια τέτοια σφαίρα με το Ο(ρ). Τα σημεία Υ του χώρου για τα οποία |ΥΟ| < ρ αποτελούν το εσωτερικό της σφαίρας. Τα σημεία Ζ για τα οποία |ΟΖ| > ρ αποτελούν το εξωτερικό της σφαίρας. Μερικές από τις έννοιες που συναντάμε στον κύκλο γενικεύονται και στη σφαίρα. Έτσι, έχουμε τη χορδή της σφαίρας, που είναι ένα ευθύγραμμο τμήμα του οποίου τα άκρα είναι σημεία της σφαίρας, τη διάμετρο της σφαίρας που είναι μια χορδή διερχόμενη από το κέντρο της σφαίρας. Δύο σημεία της σφαίρας που είναι  άκρα μιας  διαμέτρου της  τα ονομάζουμε αντιδιαμετρικά. Δύο σφαίρες λέγονται ίσες όταν έχουν την ίδια ακτίνα (Πουλάκης, Δ. 2006).
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Εικόνα 6.34 Σφαίρα κέντρου Ο και ακτίνας  ρ.



6.8.1 Εμβαδόν επιφάνειας σφαίρας

Η επιφάνεια που δημιουργείται από την περιστροφή ενός κύκλου (Ο,ρ) γύρω από μια διάμετρό του, αποτελεί την επιφάνεια της σφαίρας.

Ο Αρχιμήδης απέδειξε ότι, αν μια σφαίρα «εγγράφεται» σε κύλινδρο, όπως φαίνεται στην Εικόνα 6.35, τότε η επιφάνεια της σφαίρας είναι ίση με την παράπλευρη επιφάνεια του κυλίνδρου. 
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Εικόνα 6.35 Εγγεγραμμένη σφαίρα σε κύλινδρο.



Επομένως: Εσφ = 2πρ ∙ υ = 2πρ ∙ 2ρ ή  Εσφ = 4πρ2.
 
Συνεπώς το εμβαδόν της επιφάνειας μιας σφαίρας ισούται με το εμβαδόν τεσσάρων μεγίστων κύκλων της.


Παράδειγμα:
 

Δίνεται σφαίρα ακτίνας ρ = 2cm. Να βρείτε το εμβαδόν της επιφάνειάς της. 


Λύση:
 

Γνωρίζουμε ότι Εσφ = 4πρ2 = 4 ∙ 3,14 ∙ 22 = 50,24 cm2


6.9 Θέσεις ευθείας και επιπέδου ως προς σφαίρα


Μία σφαίρα και ένα επίπεδο στο χώρο έχουν τη δυνατότητα να τοποθετηθούν κατά τρεις διαφορετικούς τρόπους, όπως φαίνεται στις εικόνες που ακολουθούν:

α) Να μην τέμνονται μεταξύ τους: τότε όλα τα σημεία του επιπέδου είναι εξωτερικά σημεία της σφαίρας, επομένως το επίπεδο και η σφαίρα δεν έχουν κοινά σημεία (βλ. Εικόνα 6.36).
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Εικόνα 6.36 Θέση σφαίρας και επιπέδου χωρίς κοινά σημεία.



β) Να εφάπτονται σε ένα σημείο:Α είναι κοινό σημείο της σφαίρας και του επιπέδου, ενώ κάθε άλλο σημείο του επιπέδου είναι εξωτερικό σημείο της σφαίρας. Τότε το επίπεδο λέγεται εφαπτόμενο επίπεδο της σφαίρας και το σημείο Α λέγεται σημείο επαφής (βλ. Εικόνα 6.37).
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Εικόνα 6.37 Επίπεδο και κύκλος εφάπτονται σε ένα σημείο.



γ) Να τέμνονται σε κύκλο: Παρατηρούμε ότι ο κύκλος που αποτελεί την τομή του επιπέδου με τη σφαίρα, «μεγαλώνει» όσο το επίπεδο «πλησιάζει» στο κέντρο της σφαίρας. Όταν το κέντρο της σφαίρας ανήκει στο επίπεδο, τότε ο κύκλος στον οποίο τέμνονται ονομάζεται μέγιστος κύκλος της σφαίρας (βλ. Εικόνα 6.38).
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Εικόνα 6.38 Επίπεδο και κύκλος τέμνονται σε κύκλο.



6.10 Υπολογισμός όγκου


Ο όγκος στερεού με γνωστό και ολοκληρώσιμο εμβαδόν διατομής Α(x) από x=α έως x=b ισούται με το ολοκλήρωμα της συνάρτησης Α από α έως b, [image: para_03_converted] 

Ας θεωρήσουμε ένα στερεό σώμα Σ και ένα κύβο με ακμή μήκους μία μονάδα (βλ. Εικόνα 6.39). Ο θετικός αριθμός που δηλώνει με πόσες επαναλήψεις του κύβου ή μέρους του κύβου σχηματίζεται το στερεό σώμα Σ, λέγεται όγκος του σώματος (Τσαούσης, Κ. 1968).
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Εικόνα 6.39 Κύβος με ακμή μήκους μια μονάδα.




Ως μονάδα μέτρησης όγκου θεωρούμε ένα κύβο με ακμή 1 μέτρο (m). Ο όγκος του ισούται με 1 κυβικό μέτρο (m3). Οι κυριότερες υποδιαιρέσεις του κυβικού μέτρου είναι:


α) Το κυβικό δεκατόμετρο (dm3 που είναι όγκος κύβου με ακμή 1 dm.

Αφού 1 m =10 dm, θα ισχύει ότι: 1m3 = 103 dm3 = 1000 dm3.
 
Αντίστροφα ισχύει ότι: 1 dm3 =  1/1000 m3 = 0,001 m3.



β) Το κυβικό εκατοστόμετρο (cm3) που είναι όγκος κύβου με ακμή 1 cm. Ισχύει ότι 1 m=10 dm=100 cm, οπότε: 1 m3 = 103 dm3 = 1003 cm3

Αντίστροφα ισχύει ότι: 1 cm3 = 1/1.000 dm3 = 1/1.000.000 m3


Το κυβικό χιλιοστόμετρο mm3 που είναι όγκος κύβου με ακμή 1 mm. Ισχύει ότι: 1 m = 10 dm = 100 cm = 1.000 mm


οπότε: 1m3 = 103 dm3 = 1003 cm3 = 1.0003 mm3. Αντίστροφα ισχύει ότι: 1 mm3 =  1/1.000 cm3 = 1/1.000.000 dm3 = 1/1.000.000.000 m3.


Στον όγκο των υγρών συνηθίζουμε να ονομάζουμε το dm3 ως λίτρο (l). Τότε, το cm3 λέγεται χιλιοστόλιτρο (ml).


Ο τρόπος υπολογισμού του όγκου ανά στερεό περιγράφεται ακολούθως.


	Όγκος του κυλίνδρου: Ο όγκος ενός κυλίνδρου ισούται με το γινόμενο του εμβαδού της βάσης του επί το ύψος, δηλαδή: Όγκος =(Εμβαδόν βάσης)∙(ύψος).



Παράδειγμα:
 

Ο κορμός δέντρου της διπλανής Εικόνας 6.40 θεωρούμενος ως κύλινδρος έχει μήκος 8m και διάμετρο βάσης 0,6m. H τιμή του συγκεκριμένου είδους ξυλείας είναι 100€ ανά κυβικό μέτρο. Πόσο αξίζει ο κορμός; 
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Εικόνα 6.40 Κυλινδρικός κορμός δέντρου.



Λύση:
 

Αφού η διάμετρος του κορμού είναι δ = 0,6 m, τότε η ακτίνα του κύκλου της βάσης του κυλίνδρου είναι ρ = 0,3 m. Επομένως ο όγκος του κυλίνδρου είναι:


Vk = πρ2 ∙ υ = 3,14 ∙ 0,32 ∙ 8 = 2,26 m3.


Αφού η αξία του συγκεκριμένου είδους  ξυλείας είναι 100€ το κυβικό μέτρο, η αξία του κορμού είναι: Α = 2,26 ∙100=226€.


	Όγκος του πρίσματος: Ο όγκος ενός πρίσματος ισούται με το γινόμενο του εμβαδού της βάσης του επί το ύψος, δηλαδή: Όγκος = (Εμβαδόν βάσης)∙(ύψος).




Παράδειγμα:
 

Ένα πρίσμα έχει βάση τετράγωνο πλευράς α (cm) και είναι εγγεγραμμένο σε κύλινδρο με ύψος 10cm και ακτίνα βάσης p=3cm.

α) Να υπολογίσετε τη πλευρά α του τετραγώνου.

β) Να υπολογίσετε τον όγκο του πρίσματος.



Λύση:
 
α) Το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ έχει υποτείνουσα ΑΓ = 2 ∙ ρ = 2 ∙ 3 = 6(cm).

Από το Πυθαγόρειο Θεώρημα έχουμε: α2 + α2 = 62 ή 2α2 = 36 ή α2 = 18. 

Άρα α = √18 = 4,24 cm.


Ο όγκος του πρίσματος είναι: Vπρ = Εβ ∙ υ = α2 ∙ υ = 18 ∙ 10 = 180 cm2.


	Όγκος της πυραμίδας: Ο όγκος της πυραμίδας ισούται με το 1/3 του όγκου του πρίσματος. Δηλαδή ο όγκος V της πυραμίδας ισούται με: V= 1/3 (Eμβαδόν βάσης) ∙ (ύψος).




O ίδιος τύπος ισχύει για τον όγκο μιας πυραμίδας με βάση οποιοδήποτε πολύγωνο.


Παράδειγμα:
 
 
Μια κανονική τετράγωνη πυραμίδα (βλ. Εικόνα 6.41) έχει βάση με πλευρά 8cm και ύψος 12cm. Να υπολογίσετε τον όγκο της.
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Εικόνα 6.41 Κανονική τετράγωνη πυραμίδα.



Λύση:
 

Ο όγκος της πυραμίδας είναι: V= 1/3  (Eμβαδόν βάσης) ∙ (ύψος). Αφού η πυραμίδα είναι κανονική, η βάση της είναι τετράγωνο πλευράς 8 cm, οπότε το εμβαδόν της βάσης είναι: Εβ = 82 = 64 (cm2).

Επομένως, V = 1/3 ∙ Eβ ∙ υ = 1/3 ∙ 64 ∙ 12 = 256 cm3.
 


	Όγκος του κώνου: Ο όγκος του κώνου είναι το 1/3 του όγκου του κυλίνδρου. Δηλαδή: V = 1/3 ∙ π ∙ ρ2 ∙ υ.




Παράδειγμα:
 

Στο ξύλινο κουρτινόξυλο της εικόνας 6.42 το τελείωμα του είναι κώνος όπου οι διαστάσεις του περιγράφονται στο διπλανό σχήμα να υπολογίσετε: α) το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας, β) τον όγκο του κώνου.
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Εικόνα 6.42 Κουρτινόξυλο με εξάρτημα κώνου.



Λύση:
 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΟΚΑ έχουμε: ημ30o = ρ/λ ή 1/2 = 4/λ ή λ = 8cm και συν30o = υ/λ ή √3/2 = υ/8 ή 2υ = 8√3  ή  υ = 4√3 = 6,93cm


To εμβαδόν της ολικής επιφάνειας του κώνου είναι: 

Εολ = Επ + Eβ = πρλ + πρ2 = π ∙ 4 ∙ 8 + π ∙ 42 = 48π = 48 ∙3,14 = 150,72cm2.


O όγκος του κώνου είναι: 

V = 1/1 ∙ π ∙ ρ2 ∙ υ = 1/3 ∙ 3,14 ∙42 ∙ 6,93 = 116,05 cm3



	Όγκος της σφαίρας:Ο τριπλάσιος όγκος σφαίρας ακτίνας ρ ισούται με τον διπλάσιο όγκο κυλίνδρου με ακτίνα βάσης ρ και ύψος υ = 2ρ: 3 Vσφ = 2Vκ ή  Vσφ = 2/3 Vκ = 2/3 π ∙ ρ2 ∙ (2ρ) ή Vσφ = 4/3 π ∙ ρ3


 

Παράδειγμα:
 

Η επιφάνεια μιας σφαίρας είναι 144π (m2). Nα βρείτε τον όγκο της.


Λύση:
 

Γνωρίζουμε ότι: Εσφ = 4πρ2, οπότε 144π = 4πρ2 ή 36 = ρ2 ή ρ = 6 m.

Από τον τύπο υπολογισμού του όγκου της σφαίρας έχουμε: Vσφ = 4/3  π ∙ ρ3 = 4/3 ∙ 3,14 ∙ 63 = 904,32 m3



Λυμένες ασκήσεις



	Να απεικονιστούν σε καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων στο χώρο τα σημεία Μ1 (3,1,2) και Μ2(3,2,1).




Λύση:
 

Κάθε ένα σημείο του χώρου αντιστοιχίστηκε με μία διατεταγμένη τριάδα πραγματικών αριθμών και αντιστρόφως κάθε διατεταγμένη τριάδα πραγματικών αριθμών αντιστοιχίζεται με ένα σημείο του χώρου. Για παράδειγμα το σημείο Ο αντιστοιχίζεται με το (0,0,0) δηλαδή κάθε μια από τις συντεταγμένες του είναι ίση με 0. Προσοχή: η σειρά των m1, m2, m3 στη διατεταγμένη τριάδα (m1, m2, m3) είναι σημαντική! Παρατηρήστε για παράδειγμα πως στο της Εικόνας 6.43 οι τριάδες (3,1,2), (3,2,1) αντιστοιχούν σε διαφορετικά σημεία Μ1, Μ2 του επιπέδου.
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Εικόνα 6.43 Σημεία στο καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων για τρεις διαστάσεις. 




	Να βρεθεί η επιφάνεια ξύλου σε cm2 που χρειάζεται για να κατασκευασθεί το πρίσμα της Εικόνας 6.44, του οποίου οι βάσεις είναι ορθογώνια τρίγωνα με κάθετες πλευρές 3 cm και 4 cm αντίστοιχα και το ύψος είναι 10 cm.
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Εικόνα 6.44 Πρίσμα του οποίου οι βάσεις είναι ορθογώνια τρίγωνα με κάθετες πλευρές.



Λύση:
 
Οι βάσεις του πρίσματος είναι ορθογώνια τρίγωνα με κάθετες πλευρές 3 cm και 4 cm. Η υποτείνουσα ΒΓ υπολογίζεται από το Πυθαγόρειο θεώρημα:

ΒΓ2 = 32 + 42 ή ΒΓ2 = 25 ή  ΒΓ=25 cm.

Επομένως: Εβ = 1/2 β ∙ υ= 1/2 ∙ 3 ∙ 4 = 6 cm2.

Επ = (περίμετρος βάσης) ∙ ύψος = 12 ∙ 10 = 120 cm2.

Εολ = Επ + 2Εβ = 120 + 2 ∙ 6 = 132 cm2.




	Από ένα κύβο που έχει ακμή α = 10 cm, αφαιρούμε μια πυραμίδα, όπως φαίνεται στην Εικόνα 6.45. Να υπολογιστεί ο όγκος του στερεού που απομένει.
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Εικόνα 6.45 Κύβος με ακμή α =10 cm.



Λύση:
 

Ο όγκος V του στερεού που απομένει, θα βρεθεί, αν από τον όγκο VΚ του κύβου αφαιρέσουμε τον όγκο VΠ της πυραμίδας.

Έχουμε ότι: VΚ = α3 =  103 = 1000 cm3. 

VΠ = 1/3 Εβ ∙ υ = 1/3 α2 ∙ α/2 = 1/6 ∙ α3 = 1000/6= 166,67 cm3.
 
Άρα: V = VΚ – VΠ = 1000 – 166,67 = 833,33 cm3.



	Ένας κώνος (βλ. Εικόνα 6.46) έχει εμβαδόν παράπλευρης επιφάνειας 251,2 cm2 και γενέτειρα με μήκος 10 cm. Να υπολογιστούν: α) η ακτίνα της βάσης του, β) το ύψος του, γ) ο όγκος του.
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Εικόνα 6.46 Κώνος με εμβαδόν παράπλευρης επιφάνειας 251,2cm2  και γενέτειρα με μήκος 10 cm.



Λύση:
 

α) Έχουμε ότι Επ =  π ∙ ρ ∙ λ  ή  ρ = Επ/(π∙λ) ή ρ = 251,2/(3,14∙10) = 8 , άρα ρ = 8 cm.

β) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΟΚΑ έχουμε ΟΚ2 = ΟΑ2 - ΑΚ2 = 102 - 82 = 36, άρα υ = ΟΚ = 6 cm.

γ) Ο όγκος του κώνου είναι ίσος με: V = 1/3 ∙ π ∙ ρ2 ∙ υ = 1/3 ∙ 3,14 ∙ 82 ∙ 6 = 401,92 cm2.


	Να βρεθούν πόσα χρήματα θα χρειαστούμε για να βάψουμε μια σφαιρική δεξαμενή διαμέτρου δ = 20 m, αν το ένα κιλό χρώμα κοστίζει 8€ και καλύπτει επιφάνεια 4 m2.




Λύση:
 
Το εμβαδόν της επιφάνειας της σφαίρας είναι: Εσφ = 4πρ2 = 4π ∙ 102 = 1256 m2.

Aφού κάθε κιλό χρώμα καλύπτει 4 m2, για να καλυφθεί η επιφάνεια των 1256 m2 της σφαίρας χρειάζονται 1256/4 = 314 κιλά χρώμα που κοστίζουν συνολικά 314 ∙ 8 = 2512 €.


	Για τη ραφιέρα της εικόνας 6.47 σε σχήμα πρίσματος ορθογωνίου παραλληλεπίπεδου να υπολογιστεί το εμβαδόν και ο όγκος του.
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Εικόνα 6.47 Ραφιέρα σε σχήμα πρίσματος ορθογωνίου παραλληλεπίπεδου.



Λύση:
 

Ο υπολογισμός του εμβαδού ενός πρίσματος προϋποθέτει τον υπολογισμός του εμβαδού της παράπλευρης επιφάνειας και του εμβαδού της βάσης.

Για την παράπλευρη επιφάνεια ο τύπος είναι: Επ = (περίμετρος βάσης)∙ύψος. 

Για την ραφιέρα ισχύει Επ = (2∙48+2∙38,8)∙101 = 17.533,6 cm2.

Επιπρόσθετα το εμβαδόν της βάσης είναι: Εβ = 48∙38,8=1862,4 cm2.

Οπότε το εμβαδόν της της ραφιέρας είναι:Εολ = Ε π + Εβ = 17.533,6+1862,4 = 19396 cm2.

Αναφορικά με τον όγκο της ραφιέρας ο τύπος είναι: Όγκος = εμβαδόν βάσης ∙ύψος = 1862,4∙101 = 188102,4 cm3.


Διαδραστικές ερωτήσεις αξιολόγησης



	Να επιλέξετε τη σωστή απάντηση σε καθεμιά από τις παρακάτω προτάσεις.
	Ένα πρίσμα με βάση πεντάγωνο έχει:
	
 
	5 έδρες [image: Te]

	6 έδρες [image: Te]

	7 έδρες[image: Te]





	

	8 κορυφές[image: Te]

	10 κορυφές [image: Te]

	12 κορυφές[image: Te]





	

	10 ακμές [image: Te]

	15 ακμές[image: Te]

	12 ακμές.[image: Te]











	Δίνεται πρίσμα με βάση τετράγωνο πλευράς 10 cm και ύψους 8 cm.

	το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας του είναι:

		400 cm2 [image: Te]

		320 cm2 [image: Te]

	 800 cm2[image: Te]





	Το ολικό του εμβαδόν είναι:

		600 cm2 [image: Te]

		520 cm2 [image: Te]

		800 cm2[image: Te]










	Ένας κύλινδρος έχει διάμετρο βάσης 10 cm και ύψος 8 cm.

	το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας του είναι:

	40π cm2[image: Te]

	60π cm2[image: Te]

	80π  cm 2[image: Te]







	Το ολικό του εμβαδόν είναι:

	100π cm2 [image: Te]

	110π cm2 [image: Te]

	130π cm2[image: Te]














	Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις του Πίνακα 6.1 ως σωστές (Σ) ή λανθασμένες (Λ).


	



	Το ανάπτυγμα της παράπλευρης επιφάνειας ενός κώνου είναι τρίγωνο.
	Σωστό
	Λάθος





	Η βάση ενός κώνου είναι κυκλικός δίσκος. 
	Σωστό
	Λάθος





		Το εμβαδόν της επιφάνειας μιας σφαίρας ισούται με το γινόμενο του μήκους ενός μέγιστου κύκλου της με τη διάμετρο αυτής.
	Σωστό
	Λάθος




		Ως μονάδα μέτρησης όγκου θεωρούμε το τετραγωνικό μέτρο m2.
	Σωστό
	Λάθος





		Ως ανάπτυγμα της επιφάνειας ενός πρίσματος θεωρούμε το επίπεδο σχήμα που προκύπτει αν «ξεδιπλώσουμε» την παράπλευρη επιφάνεια του και τις βάσεις του.
	Σωστό
	Λάθος


  


            
 Πίνακας 6.1  Πίνακας συμπλήρωσης σωστού ή λάθους.


























































































Προβλήματα	



	Κορμός μήκους 18,6 μέτρα έχει διάμετρο στο μέσο του μήκους του ίση με 320 χιλιοστά. Να βρεθεί ο όγκος του.

	Σε ορθοκανονικό σύστημα συντεταγμένων να υπολογιστεί το εμβαδόν του πενταγώνου ΑΒΓΔΕ όπου Α(1,0), Β(4,1), Γ(3,13/2), Δ(2,5/3) και Ε(0,3).

	Να υπολογίσετε το ολικό εμβαδόν πρίσματος με ύψος υ=20cm και βάσεις ισόπλευρα τρίγωνα πλευράς 4 cm.


	Να βρεθεί το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας και το ολικό εμβαδόν ενός κυλίνδρου όταν:

		Έχει ακτίνα βάσης 3 cm και ύψος 5 cm.

		Έχει διάμετρο βάσης 4 cm και ύψος 6 cm.

		Έχει περίμετρο βάσης 15,7 cm και ύψος 32 cm.

		Έχει εμβαδόν βάσης 50,24 cm2 και ύψος 2 dm.






	Ο όγκος μιας κανονικής τετραγωνικής πυραμίδας είναι εννεαπλάσιος από τον όγκο μίας άλλης κανονικής πυραμίδας με την οποία έχει το ίδιο ύψος. Να βρείτε το λόγο των πλευρών των βάσεών τους. 

	 Μια κανονική εξαγωνική πυραμίδα έχει βάση με πλευρά 9 cm και απόστημα 12 cm. Nα υπολογιστεί το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειάς της.

	 Μια κλεψύδρα σχήματος κώνου "μετρά" το χρόνο αδειάζοντας 4 cm3 άμμο το λεπτό (min).  Aν η ακτίνα της βάσης είναι 5 cm και το ύψος 9,17 cm, να βρείτε σε πόσο χρόνο θα αδειάσει τελείως η κλεψύδρα;

	Να βρεθεί η ποσότητα του χρώματος που χρειάζεται, για να βαφεί σφαιρική δεξαμενή ακτίνας ρ = 10m, αν το ένα κιλό χρώματος βάφει επιφάνεια 8m2.

	 Έστω δύο τετραγωνικές πυραμίδες ίδιου όγκου. Αν το ύψος της είναι φορές μεγαλύτερο από αυτό της, πόσες φορές μεγαλύτερη είναι η πλευρά της βάσης της από αυτή της;  

	Από ένα κυκλικό κομμάτι φλούδας κερασιάς ακτίνας 5 cm αφαιρούμε έναν κυκλικό τομέα γωνίας. Τον τομέα που απομένει τον διπλώνουμε ώστε να δημιουργήσει έναν ορθό κυκλικό κώνο (Εικόνα 6.48). Ποιος θα είναι ο όγκος του κώνου;

 


[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 6.48 Κυκλικό κομμάτι φλούδας κερασιάς.




	 Μια τετραγωνική πυραμίδα έχει όγκο 700 cm3 και ύψος 17 cm. Να υπολογιστεί η πλευρά του τετραγώνου της βάσης της.

		Θέλουμε να κατασκευάσουμε μια κωνική σκηνή, η οποία να έχει όγκο τουλάχιστον 20m3. Aν το ύψος της σκηνής είναι 3m, πόση πρέπει να είναι η διάμετρος της βάσης;

		Η στέγη της κεντρικής σκηνής ενός τσίρκου έχει σχήμα κώνου με διάμετρο βάσης 40m και ύψος 15m. Πόσα τετραγωνικά μέτρα πλαστικοποιημένου υφάσματος χρειάστηκαν για την κατασκευή της; 
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